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Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Polynomem s reálnými koeficienty rozumíme každou funkci q danou
předpisem

q(x) := anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0,

kde a0, a1, ... , an ∈ R.

Každý takový polynom lze rozložit na součin ve tvaru

q(x) = an (x − α1)
n1 ... (x − αk)

nk
(
x2 + β1x + γ1

)m1
...
(
x2 + βlx + γl

)ml
.
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Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Nechť p a q jsou polynomy s reálnými koeficienty a takové, že stupeň
polynomu p je menší než stupeň polynomu q. Rozložme q na součin

q(x) = an (x − α1)
n1 ... (x − αk)

nk
(
x2 + β1x + γ1

)m1
...
(
x2 + βlx + γl

)ml
.

Pak existují reálná čísla aij , brs , crs taková, že

p(x)
q(x) =

a11
x−α1

+ a12
(x−α1)

2 + ... +
a1n1

(x−α1)
n1 + ... + ak1

x−αk
+ ak2

(x−αk )
2 + ...

... +
aknk

(x−αk )
nk + b11x+c11

x2−β1x+γ1
+ b12x+c12

(x2−β1x+γ1)
2 + ... +

b1m1
x+c1m1

(x2−β1x+γ1)
m1 + ...

... + bl1x+cl1
x2−βlx+γl

+ bl2x+cl2
(x2−βlx+γl )

2 + ... +
blm1

x+clm1

(x2−βlx+γl )
ml .
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Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Racionální funkcí nazveme funkci tvaru p(x)
q(x) , kde p aq jsou polynomy.

Parciální zlomky nazveme funkce tvaru a
(x−α)n a bx+c

(x2+βx+γ)m .
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Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Příklad

Rozložte následující racionální funkce na součet parciálních zlomků:

x2+x+1
x3+x ,

x3−x2+3x−1
x2−x ,

1
x3+x2+x+1 ,

x
x3−2x2 .
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Neurčitý integrál a integrace racionálních funkcí

Příklad

Integrujte racionální funkce:

x2+x+1
x3+x ,

x3−x2+3x−1
x2−x ,

1
x3+x2+x+1 ,

x
x3−2x2 .
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Určitý integrál a Newtonova-Leibnizova formule

Nechť funkce f je integrovatelná na intervalu (a, b) a nechť F (x) je na tomto
intervalu její primitivní funkce. Pak platí, že∫ b

a

f (x) dx = F (b)− F (a).

Příklad

Vypočtěte:∫ 2

1

x2 + x + 1

x3 + x
dx ,∫ 3

2

x3 − x2 + 3x − 1

x2 − x
dx .
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Aplikace integrálu - práce silového pole

Nechť F je konstanta popisující sílu působící na těleso po dráze délky d .
Potom práce W , kterou vykoná silové pole při pohybu daného tělesa je dána
vztahem

W = Fd .

Nechť funkce F popisuje sílu působící na těleso v bodě x . Potom práce W ,
kterou vykoná silové pole při pohybu tělesa z bodu x = a do x = b je dána
vztahem

W =

∫ b

a

F (x) dx .
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Aplikace integrálu - práce silového pole

Příklad

Při pohybu tělesa jsme naměřili okamžité síly, které na něj působily ve směru
osy x v bodech x = 0, x = 1, ... , x = 10.
Hodnoty sil F byly v těchto bodech následující 0,1178, 0,1858, 0,3035,
0,6020, 1,5025, 3,0062, 1,5047, 0,6035, 0,3083, 0,1823, 0,1209. Vypočtěte
práci W , kterou vykoná silové pole při pohybu tělesa z bodu x = 0 do x = 10.
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Aplikace integrálu - práce silového pole

Tyto body byly aproximovány racionální funkcí F (x) = 3
x2−10x+26 .



Aplikace integrálů

Aplikace integrálu - práce silového pole

Aplikace integrálu - práce silového pole

Tyto body byly aproximovány racionální funkcí F (x) = 3
x2−10x+26 .



Aplikace integrálů

Aplikace integrálu - práce silového pole

Aplikace integrálu - práce silového pole

Hledanou práci vypočteme W =

∫ 10

0

3

x2 − 10x + 26
dx .

W = [3 arctan (x − 5)]100 = 3arctan (5)− 3 arctan (0) = 3 arctan (5).
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A to je vše. . .

Děkuji vám za pozornost . . .
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